SCHEDA ATTIVITÀ E SPUNTI DI DISCUSSIONE SUL MODULO
Le statistiche quantistiche
Giuliani Valter

Dopo aver letto il documento proposto, si risponda al seguente questionario al fine di puntualizzare gli aspetti della meccanica statistica quantistica che si ritengono più rilevanti per una trattazione didattica, e di metterne in evidenza i nodi concettuali:
1. Se in meccanica quantistica non è possibile determinare simultaneamente posizione e velocità di una particella, come è definito lo stato dinamico (microstato) di un sistema di particelle in meccanica statistica quantistica?
Il documento allegato fornisce con estrema chiarezza la risposta a questa domanda. Non ripropongo pertanto tutti i passaggi e tutte le considerazioni proposte che conducono alla formulazione delle significative tre funzioni di distribuzioni. Una sintesi potrebbe essere la seguente.
Un sistema fisico ha diverse configurazioni possibili, corrispondenti al modo in cui la sua energia è distribuita in esso. Allo zero assoluto, il sistema occupa la configurazione di energia minima. Appena aumentiamo la temperatura, l’agitazione termica casuale comincerà a popolare gli stati eccitati. Dal punto di vista microscopico, le diverse possibili configurazioni possono essere rappresentate studiando, ad esempio, il numero di particelle che hanno una certa energia e si muovono verso certe direzioni. La scelta dell’energia come grandezza dinamica che caratterizza gli stati quantici - al posto della posizione e della quantità di moto - diventa vincolante quando si è nelle condizioni di non poter trascurare gli aspetti quantistici. In tal caso infatti non è possibile determinare simultaneamente posizione e velocità di una particella elementare.
Tra tutte le possibili configurazioni, esiste quella più probabile e questa corrisponde all’equilibrio termico alla temperatura T. 
In particolare, per un gas (di particelle in senso lato) la configurazione più probabile dipende dalla natura delle particelle che lo compongono e si presenta in tre forme: diciamo ni il numero di particelle con energia Ei e gi il numero degli stati energetici, chiamato anche degenerazione (cioè ci sono gi stati a una particella distinti con la stessa energia Ei). Il loro rapporto f (E,T) è detto indice di occupazione o funzione di distribuzione e rappresenta la probabilità che uno stato di energia Ei sia occupato. Per la determinazione di tale funzione si devono considerare il modo di conteggio dei diversi stati che dipende in maniera critica dal fatto che le particelle coinvolte siano distinguibili, bosoni oppure fermioni. Come mostrato nel documento il ragionamento è relativamente diretto, anche se l’algebra è un po’ intricata, per cui giustamente è stato efficacemente proposto partendo da un semplice esempio, sul quale non mi dilungo.
            Vorrei soffermarmi invece sul comportamento dell’indice di occupazione, anche perché nella mia classe quarta ho proposto in primo luogo di “graficare” tali indici per poi fare tutta una serie di considerazioni. Non è stata un’attività improvvisata e svincolata dal contesto didattico poiché, proprio in questo periodo, stiamo affrontando la conducibilità elettrica nei solidi, dove una delle tre statistiche svolge un importante ruolo nella comprensione del fenomeno, come verrà successivamente precisato. Gli studenti, in possesso di buone competenze informatiche acquisite nelle ore di laboratorio, hanno tracciato con il software Mathematica i grafici delle seguenti tre funzioni di distribuzione:
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Poiché l’interesse in un primo tempo era rivolto esclusivamente all’andamento qualitativo dei grafici si è posto k=1 e Eo, EF =1 . La temperatura più alta è indicata con il color rosso, quella più bassa con quello arancione.
Dal comportamento dei grafici sono state fatte le seguenti considerazioni:
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            Figura 1
Maxwell-Boltzmann (Fig.1). Siamo nel limite classico, in cui le particelle sono identiche ma distinguibili tra loro. Questa distribuzione è di semplice tipo esponenziale per qualsiasi temperatura.
Fermi-Dirac (Fig.2) . E’ il caso in cui le particelle sono identiche, indistinguibili con spin semintero. L’indice di occupazione nella distribuzione non supera mai l’unità. Questo limite che esprime il principio di esclusione di Pauli per i fermioni - che afferma che non più di una particella con spin semintero può occupare il medesimo livello energetico – viene raggiunto a basse energie e quindi a basse temperature o ad alte densità del gas. Se la densità è bassa, ad una data temperatura, il numero di particelle per unità di volume è molto piccolo rispetto al numero di stati di bassa energia disponibili; perciò le restrizioni della meccanica quantistica non si risentono. Ma a densità maggiori, i livelli ad energia minore cominciano ad essere riempiti. Se ora introduciamo nuove particelle nello stesso volume, esse dovranno assumere energie maggiori perché non possono disporsi nei livelli più bassi che sono già occupati.
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          Figura 2
Bose-Einstein (Fig.3). Il caso in cui le particelle sono identiche, indistinguibili, con spin intero. C’è una tendenza a grandi indici di occupazione a bassa energia (E<< kT); nel caso di un gas fotonico l’indice di occupazione è illimitato ad energia zero. Tale indice decresce poi esponenzialmente per grandi energie (E>>kT). 

Si potrebbe dire che i bosoni preferiscono stare negli stati popolati da altre particelle; è questo un effetto, in certo senso opposto al principio di esclusione di Pauli, sul quale torneremo più avanti.
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           Figura 3
2. In meccanica statistica quantistica le particelle identiche diventano anche indistinguibili. Perché?
     Nella fisica classica le particelle componenti un sistema, anche se assolutamente identiche, cioè con identiche proprietà intrinseche (la massa, la carica elettrica..) si possono pensare enumerabili cioè è possibile distinguerle. Per fissare le idee, supponiamo che il sistema in esame consti di due particelle, di due elettroni che enumeriamo col n.1 e col n.2. Tali particelle descrivono determinate traiettorie, e perciò possiamo osservare il loro moto seguendo queste traiettorie e stabilire, ad esempio, in quale punto si trova l’elettrone n.1 in un dato istante e in quale l’elettrone n.2. In questo caso la numerazione ha un significato ben preciso. Ciò permette di seguire istante per istante il movimento di ciascuna particella avente un determinato numero e di distinguerla dalle altre particelle. 
     Del tutto diversa è la situazione nella meccanica quantistica. Già dalle relazioni di indeterminazione segue che nel caso delle particelle microscopiche la nozione di traiettoria non ha senso. Ricordo che ci si può convincere di ciò osservando che Planck con la sua costante h, introducendo il concetto di quanto di azione, pone una granularità naturale cioè una griglia allo spazio delle fasi. Poiché nei fenomeni naturali le azioni coinvolte nelle interazioni possono essere soltanto multipli interi di h, è impossibile descrivere un moto con un dettaglio maggiore di quanto permesso da tale granularità. Tutto ciò sradica uno dei principi su cui si basa la meccanica newtoniana, cioè l’ipotesi che si possa descrivere il moto di un corpo come il moto di un numero opportuno di “punti materiali”  le cui coordinate  e velocità si possono conoscere con infinita precisione. Oppure, consideriamo a titolo d’esempio, la collisione di due particelle microscopiche ciascuna delle quali sia descrivibile come un pacchetto d’onda. Anche se in un determinato istante prima della collisione le particelle fossero localizzate l’una indipendentemente dall’altra, in seguito i pacchetti d’onda che rappresentano i moti di queste particelle saranno sovrapposti e la distinzione delle particelle non ha più senso.
3. Come influenza il principio di indeterminazione di Heisenberg le dimensioni delle celle nello spazio delle fasi?
     Per descrivere il comportamento di un gas la cui distribuzione delle particelle non è quella di Maxwell-Boltzmann (gas degenere) si divide lo spazio delle fasi in cellette di ugual volume la cui dimensione non può, tuttavia, essere assunta arbitrariamente piccola. Infatti, a causa del principio di indeterminazione, tale volume non può essere minore di h3 ( h è la costante di Planck). Ogni stato macroscopico del gas corrisponde ad un gran numero di distribuzioni diverse delle particelle del gas in queste celle. Lo stato di equilibrio del gas è allora definito come quello corrispondente al massimo numero di distribuzioni equivalenti nello spazio delle fasi; esso ha cioè la massima probabilità di verificarsi sotto certe condizioni.
     Ad esempio, consideriamo il caso del corpo nero. Una volta calcolato il numero di celle in un dominio di frequenze df, i metodi della meccanica statistica permettono di calcolare la probabilità termodinamica di uno stato macroscopico, cioè il numero W degli stati microscopici  compatibili con un dato stato macroscopico. Bose pervenne alla legge del corpo nero di Planck massimizzando l’entropia del gas di fotoni, espressa mediante la formula di Boltzmann 
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. La legge di Planck esprime quindi la condizione di equilibrio termico per un tale gas.
4. Cosa vuol dire dal punto di vista sperimentale che una funzione d’onda di un sistema di particelle è simmetrica o antisimmetrica?
     
[image: image6.wmf]Per soddisfare il principio di identità lo stato del sistema di due particelle deve essere descritto da una funzione di coordinate ora simmetrica ora antisimmetrica. Indicando l’insieme di tutte le coordinate delle particelle sia spaziali sia di spin con le cifre 1 e 2, rispettivamente, possiamo scrivere le proprietà delle funzioni d’onda ammissibili di due particelle sotto forma delle seguenti uguaglianze:
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     Per semplicità supponiamo che le particelle non interagiscono mutuamente e che lo stato di ciascuna particella sia descritto dalle funzioni 
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, allora le funzioni del sistema delle particelle hanno la forma:

(4)         
[image: image9.wmf]{

}

{

}

1212

1212

1

(1)(2)(2)(1)

2

1

(1)(2)(2)(1)

2

S

A

yyyyy

yyyyy

=+

=-


     Per il seguito è importante notare che nelle formule (4) gli indici 1 e 2 esprimono i numeri degli stati stazionari nei quali si trova ciascuno degli elettroni. Come è noto, ad esempio, nel caso dell’elettrone nel campo centrale le tre grandezze, energia, momento della quantità di moto e sua proiezione sull’asse, hanno negli stati stazionari determinati valori caratterizzati dai numeri quantici n,l,m, cosicché all’indice 1 corrisponde la terna dei numeri quantici 
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     Risulta che in natura esistono due tipi di particelle. Un tipo, i bosoni, sono caratterizzati dal fatto che i loro sistemi sono descritti da funzioni simmetriche; altre particelle, i fermioni, sono descritti da funzioni antisimmetriche. Il criterio sul quale si distinguono queste particelle è il loro spin: le prime hanno lo spin intero (compreso lo spin nullo), le seconde lo spin semintero. Ciò deriva dall’esperienza è può essere anche fondato teoricamente.
     Gli elettroni sono particelle di Fermi: il loro spin vale ½. Perciò, come generalizzazione di fatti sperimentali, ad essi si applica la seguente formulazione: i sistemi di elettroni si incontrano in natura nei soli stati descritti dalle funzioni d’onda antisimmetriche. Questa affermazione si chiama principio di Pauli o principio di esclusione in quanto formulata (sotto un’altra forma) da Pauli ancora prima della scoperta della meccanica quantistica.
     Dal principio di Pauli scaturisce subito un’importantissima conseguenza: in un determinato stato quantistico si può trovare non più di un elettrone. Infatti, se in un uguale stato quantistico vi fossero due elettroni ciò significherebbe che 
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. Ma poiché lo stato del sistema è descritto da una funzione antisimmetrica, in questo caso sarebbe, per la seconda delle formule (4), 
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, ciò significa che lo stato non si realizza.
Per un numero di bosoni generico N, non è difficile convincersi che si ha la seguente funzione d’onda completamente simmetrica:
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e Ni indica il numero delle particelle nello stato pi
Questa struttura della funzione d’onda per bosoni identici ha delle conseguenze profonde che coinvolgono sistemi macroscopici. Un esempio è il fenomeno di condensazione di Bose-Einstein, nel quale un numero macroscopico di atomi identici occupano lo stesso stato quantistico, e di conseguenza si comporta come se fosse una sola funzione d’onda. Tali stati si realizzano, come verrà precisato nel punto 6,  a temperatura vicina allo zero assoluto di certe sostanze come l’elio liquido (superfluidità)
5. Come si può spiegare l’andamento a zero del calore specifico di un sistema di fermioni alla temperatura dello zero assoluto alla luce delle statistiche quantiche?
Vedi prima quanto riportato nella risposta al punto 7.

      La spiegazione fisica è la seguente: quando il metallo viene riscaldato a partire dallo zero assoluto, verranno eccitati termicamente soprattutto gli elettroni che si trovano in stati entro un intervallo di energia kT rispetto al livello di Fermi, dato che la funzione di distribuzione f(E) viene interessata su una regione di larghezza dell’ordine di kT, (nelle figure 2 e 5 è una stretta regione attorno a E=1). In particolare dal grafico della  figura 5, che definisce il numero di particelle aventi una certa energia, risulta evidente che il numero di elettroni eccitati è dell’ordine di 
[image: image16.wmf]F

kT

N

E

, e l’energia di ciascuno di essi viene accresciuta di circa kT. Pertanto l’energia termica totale degli elettroni è dell’ordine di 
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    che è direttamente proporzionale  a T. Pertanto, per T→ 0 segue Cel → 0.
6. In cosa consiste la condensazione di Bose-Einstein?
     In un gas di bosoni non interagenti si osserva un fenomeno interessante, in corrispondenza di una certa temperatura critica TB, essenzialmente dipendente da massa e spin delle molecole del gas. Avviene che continuando ad abbassare la temperatura al di sotto di TB, a volume fissato, le particelle del gas “condensano “ allo stato fondamentale nel senso che al di sotto di tale temperatura la maggior parte di particelle del sistema occupano l’orbitale con energia più bassa; tutti gli altri orbitali saranno occupati da un numero trascurabile di particelle ( come ben evidenziato nel grafico di Figura 3). 
     Precisamente, se N e N0 rappresentano rispettivamente il numero totale di particelle e il numero di particelle nello stato fondamentale, si ha:
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Il fenomeno è simile a quello di un vapore che condensa allo stato liquido. Tuttavia, tale “condensazione” qui non ha luogo nello spazio fisico, poiché consiste in un concentrarsi delle molecole al livello energetico più basso, si tratta di una condensazione nello spazio degli impulsi. 
     Nello stato condensato, le molecole perdono la loro individualità e sfociano in una sorta di superatomo macroscopico descritto dalla funzione d’onda mostrata nell’equazione (4’). La superfluidità del 
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è attribuibile a tale fenomeno.
7. Quale è il significato fisico dell’energia di Fermi?
            Dal grafico di Fig.2 risulta evidente che:

1) per T = 0 è 
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. Cioè allo zero assoluto tutti i possibili stati sotto 
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            Quindi il livello o energia di Fermi 
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fisicamente rappresenta:

a) allo zero assoluto il più alto livello occupato;

b) a tutte le temperature sotto il punto di fusione il livello con probabilità di occupazione ½. 
         Per trovare il valore dell’energia di Fermi, ad esempio nel caso degli elettroni liberi in un metallo, è necessario determinare la densità degli stati g(E) cioè il numero di stati per unità di energia ed unità di volume. Si dimostra (vedi appendice 1) che, in tal caso, g(E)  è proporzionale a 
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L’andamento è visibile in figura 4:
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Figura 4
Dalla (2) e dalla (5) abbiamo che il numero N(E) di elettroni occupanti  i livelli tra E ed E+dE sarà:
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L’andamento della funzione g(E)f(E) è la seguente:
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Figura 5
Per trovare l’energia di Fermi basta integrare la (6) tra 0 e 
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     E’ istruttivo far calcolare agli studenti l’ordine di grandezza di EF. Ad esempio, calcoliamo l’energia di Fermi per il rame.

     Poiché c’è un elettrone libero per ogni atomo, N coincide con il numero di atomi per unità di volume. Detto 
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     Se anziché allo zero assoluto fossimo ad una temperatura T, ad ogni elettrone daremmo in media un’energia dell’ordine di kT. Ad esempio, a temperatura ambiente:
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, una quantità molto piccola rispetto a EF: 
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     La distribuzione f(E) degli elettroni per 
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non è alterata dalla temperatura in quanto tutti i livelli energetici compresi tra 0 e E’, occupati a T=0, lo saranno anche alla temperatura T. Gli elettroni con energia superiore a E’ possono occupare livelli superiori; in particolare quelli che allo zero assoluto occupavano il livello corrispondente a EF, possono occupare i livelli immediatamente superiori, che prima erano vuoti.

8. Il numero totale di fotoni in una cavità è costante? E il numero di elettroni di conduzione in un blocco di metallo isolato?
     La domanda fa riferimento, più o meno direttamente, a due fenomeni che hanno avuto, alla fine del secolo scorso, un’importanza fondamentale: l’andamento dei calori specifici dei corpi solidi e la dipendenza del potere emissivo del corpo nero in  funzione della temperatura e della frequenza della radiazione. La teoria di questi due fenomeni può ricondursi sostanzialmente allo stesso problema: determinare come, in una situazione di equilibrio termico, l’energia totale del sistema (complesso degli atomi che costituiscono il solido o delle onde elettromagnetiche stazionarie che si stabiliscono nella cavità che funge da corpo nero) si ripartisca fra i vari atomi o fra le varie onde stazionarie.       Ebbene sia i primi sia le seconde venivano schematizzati, dal punto di vista matematico, come degli oscillatori lineari; il problema è quindi di natura squisitamente di pertinenza della meccanica statistica consistendo nella determinazione, in condizione di equilibrio termico, della ripartizione dell’energia fra i vari oscillatori costituenti il sistema in studio.
     Ritenendo valida la legge di distribuzione classica (1) di Maxwell-Boltzmann, entrambi i fenomeni sembravano doversi ridurre al “teorema dell’equipartizione dell’energia: a ogni oscillatore lineare compete in media un’energia cinetica kT. Ne deriva che il calore specifico di un solido dovesse mantenersi costante al variare della temperatura (legge di Dulog e Petit) e che lo spettro del corpo nero fosse dato dalla legge di Rayleight-Jeans per cui il potere emissivo risultava proporzionale alla temperatura T e al quadrato della frequenza f della radiazione emessa. 

     Ma il completo disaccordo di tali risultati con l’esperienza, aveva portato all’introduzione dell’ipotesi dei quanti. In base alle nuove ipotesi il teorema di equipartizione dell’energia di un oscillatore lineare veniva sostituito con la nuova espressione per il valore medio dell’energia di un oscillatore lineare di frequenza f, e cioè:
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      La densità spettrale del corpo nero viene così descritta dalla curva “planckiana”:
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dove il primo fattore è la conta dei modi disponibili per la radiazione elettromagnetica confinata in una cavità, mentre il secondo è il fattore statistico (3) di Bose-Einstein che dà la probabilità che ciascun modo sia popolato.
     In un corpo nero il processo di emissione (e di assorbimento) è caotico e disordinato in quanto è dovuto all’emissione spontanea di radiazione da parte di un numero enorme di atomi, che emettono fotoni in maniera indipendente e scorrelatamente l’uno dall’altro. In altri termini la radiazione osservabile è la risultante di tanti processi elementari disordinati nel senso che ognuno di essi dà luogo a treni d’onda tra i quali non esiste alcuna relazione di fase. Einstein in uno scritto del 1909 stabilì che le fluttuazioni energetiche, e quindi le fluttuazioni sul numero di fotoni emessi o assorbiti, attorno al valore medio di radiazione in equilibrio termico all’interno di una cavità, crescono all’aumentare della frequenza e diminuiscono al crescere della temperatura. 
     Da notare che nell’ambito della teoria statistica quantistica del campo elettromagnetico il campo monocromatico emesso dalle sorgenti caotiche viene detto incoerente. In tale teoria si definisce, invece, campo coerente quello che oltre ad essere monocromatico presenti anche piccolissime fluttuazioni di intensità, come quello generato dal laser.
     Se la cavità non è in  equilibrio alla temperatura T, si deve tener presente che i fotoni sono bosoni con spin 1, ma costituiscono un caso molto speciale dato che sono particelle prive di massa e quindi intrinsecamente relativistiche. In particolare il numero di fotoni, non è una quantità che si conserva: quando la temperatura cresce il numero di fotoni (per unità di volume) aumenta. Pertanto in questo caso la restrizione della costanza del numero di particelle non si applica e si tiene conto di ciò ponendo zero uno dei due parametri dei moltiplicatori di Lagrange utilizzati per il calcolo del valore massimo di W. 
     Ritornando al problema dei calori specifici dei metalli Einstein affrontò il problema con la nuova statistica di Bose ed ipotizzando che un cristallo contenente N atomi ( e quindi a 3N gradi di libertà) possa essere sostituito da 3N oscillatori aventi un’energia media data dalla (8) che permise di prevedere una dipendenza del calore specifico da T simile a quella osservata sperimentalmente per temperature non basse. Una deduzione più accurata è dovuta a Debye ma una teoria completa deve tener conto della presenza degli elettroni di conduzione, come mostrato in precedenza. 
     Ritengo che anche gli elettroni di conduzione siano sottoposti alle fluttuazioni energetiche che, tra l’altro, Einstein mostrò esistere anche per un gas di molecole e per un gas materiale quantistico.  
Appendice 1. Per il calcolo della densità degli stati g(E) si consideri il caso degli elettroni liberi in un metallo. Tali elettroni sono assimilati a onde piane di De Broglie che si propagano nell’interno del metallo, le quali, per non estinguersi dovranno poter formare nel volume occupato dal metallo sistemi di onde stazionarie. A ciascuna di tali onde corrispondono un doppio livello energetico, poiché, per il principio di Pauli, per ogni onda possiamo avere due orientazioni dello spin.

Il problema di trovare la distribuzione dei possibili livelli energetici in un metallo è perciò analogo al problema di trovare la distribuzione delle onde stazionarie in una cavità ( problema dl corpo nero e formula di Rayleigh-Jeans). Si dimostra con facilità che in un volume V vi sono N stati con momento p compreso tra 0 e pmax dati da:
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Il fattore 2 tiene conto del fatto che sono due gli elettroni, con spin opposto, che possono occupare lo stesso stato. 

Allora il numero g di stati per unità di volume sarà:
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Ricordando che:
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si ha che il numero di livelli con energie cinetiche tra E e E+dE è:
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La densità degli stati 
[image: image50.wmf]()
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cioè il numero di stati per unità di energia ed unità di volume è quindi proporzionale a 
[image: image51.wmf]E
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